Kompetenzorientiertes Üben: Quadratische Funktionen

Ein kompetenzorientierter Unterricht zeichnet sich dadurch aus, dass

· anwendungs- und handlungsorientiert gelernt wird,
· bei der Bearbeitung komplexer Aufgabenstellungen gelernt wird,
· in wechselnden Sozialformen gelernt wird und
· möglichst selbstständig gelernt wird.
Diese vier Kriterien fassen recht anschaulich die wesentlichen Seiten eines kompetenz​orientierten Mathematikunterrichts zusammen. Ausgangspunkt jedes Lernprozesses ist zunächst eine komplexe Sachsituation. Um diese bearbeiten zu können werden mathe​ma​tische Fähigkeiten aufgebaut und entwickelt. Immer dann, wenn dies möglich und sinnvoll ist, werden die mathematischen Kompetenzen aus der Tätigkeit der Schülerinnen und Schüler gemeinsam entwickelt (mathematische Probleme lösen). Nach wie vor müssen die mathematischen Kompetenzen einer Unterrichtssituation geübt und gefestigt werden. In diesem Zusammenhang kann der Sinnkontext verlassen werden und Fähigkeiten können auch an innermathematischen Aufgabenstellungen verfestigt werden. Die im Folgenden aufgeführten Aufgaben sind für eine solche Übungsphase bestimmt. Die am Ende stehenden Aufgaben im Sinnkontext sind in diesem Zusammenhang keine Aufgaben für leistungsstarke Schülerinnen und Schüler. Sie sollen in Teilbereichen von allen Schülerinnen und Schülern erreicht werden. Denn Kompetenzen werden auch im Test in einer komplexen Aufgaben​stellung überprüft, die auch über den inhaltlichen Rahmen der Unterrichtssituation hinaus​gehen können.
Die Vorbemerkungen sind wichtig, denn Aufgaben lassen sich beliebig verwenden. Sie sind zunächst auch leicht für Lehrerinnen und Lehrer verwertbar, die nur die mathematischen Inhalte kennen und vermitteln. Dies wäre aus meiner Sicht eine Fehlverwendung.
Üben im Mathematikunterricht vollzieht sich in der Regel im Gleichschritt. Der Lehrer / die Lehrerin schreibt die zu übenden Aufgaben vor. Diese werden von den Schülerinnen und Schülern einzeln oder gemeinsam erledigt. Am Ende dieses kollektiven Übungsplans steht der Test. Die Folge ist: Es wird häufig gelernt, was die meisten schon können. Individuelle Schwächen werden nicht berücksichtigt. Der Unterricht bezieht sich auf den erdachten Schüler nach Maßgabe des Lehrers.

Um individuelles Lernen möglich zu machen, müssen die Kompetenzen, die in der Unter​richts​situation vom Schüler verlangt werden, formuliert werden. Dies wird im Folgenden gemacht. Schülerinnen und Schüler müssen diese Kompetenzen verstehen, sie müs​sen daher durch Beispielaufgaben im Unterricht konkretisiert werden. Diese aufgestellten Kompetenzen erinnern stark an Lernziele. Dies ist gewollt, denn Lernziele beschreiben Zwischen​​schritte  auf dem längeren Weg zum Kompetenzaufbau. 
Die Auswahl dieser Kompetenzen entspricht meiner individuellen Sichtweise. Die Auswahl kann von unterschiedlichen Lehrerinnen und Lehrern auch ganz anders bestimmt werden. Ich habe im Blick einen E Kurs einer Integrierten Gesamtschule, in dem der grafikfähige Taschenrechner eingeführt wurde und natürlich auch im Test benutzt werden darf. Aus diesem Grund können algebraische Verfahren noch weiter in den Hintergrund gedrängt werden. Rahmenrichtlinien und Bildungstandrads würden auch mit weniger auskommen. 
Allerdings darf nicht beliebig in der Auflistung der inhaltsbezogenen Kompetenzen gestrichen werden. Die Kompetenzen K1, K2 und K3 beschreiben Grundfähigkeiten und  – fertigkeiten im Zusammenhang mit quadratischen Funktionen. Die Kompetenz K9 beschreibt das Ziel und ist mit dem Kompetenzbegriff unauflösbar verbunden. 

Aus den genannten Gründen ist es durchaus denkbar und wünschenswert, wenn Lehrer​innen und Lehrer eigene Sichtweisen entwickeln und ein eigenes Kompetenzraster auf​stel​len. Besonders sinnvoll ist es, dies auf Fachkonferenzen zu diskutieren. Sie werden erstaunt sein, wie weit die Vorstellungen auseinander gehen können. 
Die Schülerinnen und Schüler schätzen auf dieser Grundlage selber ihre Kompetenzen ein (Selbstevaluation). Dies kann besonders gut nach der Erläuter​ung der Kompetenzen im Unterricht erfolgen. Danach setzen sich Arbeitsgruppen zusam​men, die ähnliche Schwierigkeiten besitzen, um dann gemeinsam an den bereitgestellten Aufgaben ihre Fähig​keiten zu entwickeln. In der Arbeitsgruppe können Schülerinnen und Schüler gemeinsam versuchen, Wissenslücken abzubauen. Schülerexperten können zu Hilfe geholt werden. Auch der Lehrer / die Lehrerin steht als Helfer zur Verfügung. Achten sie aber darauf, dass die Gruppen immer erst selbst versuchen, weiter zu kommen. Oft hilft auch das eingeführte Schulbuch. 
In einer solchen Übungsphase ist der Lehrer / die Lehrerin Berater. Eine Beratung kann sich immer nur auf eine Gruppe beziehen. Ich habe darauf geachtet, dass ich mich immer solange mit einer Gruppe beschäftigt habe, bis ein Problem gelöst war.  
Der Lehrer / die Lehrerin achtet darauf, dass die Lernzeit von den Schülerinnen und Schülern effektiv und intensiv genutzt wird. Es gibt verschiedene Methoden, sich dem Lernen zu entziehen. Wenn man solches Verhalten bei Schülerinnen und Schülern beobachtet, sind individuelle Maßnahmen notwendig. In keinem Fall ist dies ein Argument gegen kompetenz​orientiertes Üben.

In einer solchen Übungsphase ist es durchaus auch sinnvoll, eine Arbeitsgruppe eine Auf​gabe vorstellen zu lassen. Wechselnde Sozialformen lassen sich auch beim Üben orga​ni​sieren. 
Andreas Koepsell
Fachmoderator Mathematik

Niedersachsen
Kompetenzen Quadratische Funktionen

Die unten dargestellten Kompetenzen werden in einem Test verlangt. Die Kom​pe​tenzen werden durch Beispielaufgaben erläutert und das Raster dient der Selbst​einschätzung. Nach der Selbsteinschätzung werden Übungsaufgaben angeboten, in denen die zu bearbeitenden Kompetenzen ausgewiesen sind. Schülerinnen und Schüler entwickeln die bisher nicht genügend ausgeprägten Kompetenzen an diesen Aufgaben weiter. Daher bearbeitet kein Schüler alle Aufgaben, sondern erstellt sich ein individuelles Übungsprogramm. 
	Nr.
	Kompetenz

Ich kann ….
	--
	-
	0
	+
	++
	L

	K1
	zu einer Funktionsgleichung eine Werte​ta​belle erstellen und den Graph der Funktion zeichnen.
	Aufg. 1, 2, 3 und 4
ML S. 46 Aufg. 3, 4 S. 

48 Aufg. 3
	
	
	
	
	
	

	K2
	anhand eines Funktionsgraphen Nullstellen und Scheitelpunkt bestimmen.
	Aufg. 6
	
	
	
	
	
	

	K3
	an Hand der Lage und Form der Parabel auf geeignete Funktionsgleichungen schließen.
	Aufg.  4, 5, 6 und 8

ML S. 45 Aufg. 1 und 2
	
	
	
	
	
	

	K4
	die Funktionsgleichung in der Scheitel​punkts​form aufstellen, wenn die Koordinaten des Scheitelpunktes gegeben sind.
	Aufg. 5, 7, 9 und 10   
	
	
	
	
	
	

	K5
	die Funktionsgleichung aus der Scheitel​punkts​form in die Normalform umwandeln.
	Aufg. 6c, 9 und 10
ML S. 50 Aufg. 1, Umkehrung Aufg. 4
	
	
	
	
	
	

	K6
	mit Hilfe der Scheitelpunktsform die Nullstellen algebraisch berechnen.
	Aug. 11
ML  S. 58 Aufg. 1,2,3 und 4
	
	
	
	
	
	

	K7
	mit Hilfe des grafikfähigen Taschenrechners Funktionsgleichungen eingeben, in einem geeigneten Koordinatenkreuz den Graphen darstellen, Scheitelpunkt und Nullstellen berechnen und die durchgeführten Verfahren beschreiben.
	Aufg. 7, 12 und 13
	
	
	
	
	
	

	K8
	gestauchte und gestreckte Parabeln erkennen und den Stauchungsfaktor ermitteln.
	Aufg. 14 und 15
ML S. 48 Aufg. 4,5,6 und 7
	
	
	
	
	
	

	K9
	zu einer Sachsituation eine geeignete quadratische Funktionsgleichung aufstellen und die oben beschriebenen Verfahren zur Lösung der Sachsituation nutzen.
	Aufg. 16, 17, 18, 19 und 20
	
	
	
	
	
	


Übungen zur Kompetenz K1:
Aufgabe 1:

Gegeben sind die  Funktionsgleichungen 
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Erstelle  jeweils eine Wertetabelle für die drei Funktionen und zeichne die Funktions​graphen in das vorgegebene Koordinatenkreuz. Wähle x Werte, die sich im gege​benen Koordinatensystem darstellen lassen.

f(x):  

	x
	
	
	
	
	
	
	

	y
	
	
	
	
	
	
	


g(x).

	x
	
	
	
	
	
	
	

	y
	
	
	
	
	
	
	


h(x):

	x
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Übungen zur Kompetenz K1:
Aufgabe 2:

Vervollständige zu den gegebenen Funktionsgleichungen die Wertetabellen und zeichne die Funktionsgraphen in das Koordinatenkreuz. 
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	x
	-2,0
	-1,0
	0,0
	1,0
	2,0
	3,0
	4,0
	5,0

	f(x)
	
	
	
	
	
	
	
	

	g(x)
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Übungen zur Kompetenz K1:
Aufgabe 3:

Erstelle zu den drei Funktionsgleichungen jeweils eine Wertetabelle und zeichne die Funktionen in das gegebene Koordinatenkreuz. Beachte: Es entstehen hierbei nicht immer Parabeln.
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Übungen zur Kompetenz K1 und K3:
Aufgabe 4:

Die drei Tabellen stellen jeweils eine Funktion dar. 

a) Zeichne die Graphen in das bereitgestellte Koordinatensystem.

b) Ermittle die Funktionsgleichungen für diese Funktionen. Beschreibe in einem Text, wie du vorgegangen bist.

	x
	-5,0
	-4,0
	-3,0
	-2,0
	-1,0
	0,0
	1,0
	2,0
	3,0
	4,0
	5,0

	f(x)
	45,0
	32,0
	21,0
	12,0
	5,0
	0,0
	-3,0
	-4,0
	-3,0
	0,0
	5,0

	g(x)
	3,0
	2,0
	-1,0
	-6,0
	-13,0
	-22,0
	-33,0
	-46,0
	-61,0
	-78,0
	-97,0

	h(x)
	27,0
	18,0
	11,0
	6,0
	3,0
	2,0
	3,0
	6,0
	11,0
	18,0
	27,0


Koordinatensystem:
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Übungen zur Kompetenz K3 und K4 :
Aufgabe 5:

Fülle die Tabelle aus. Alle Funktionsgraphen habe die Form einer Normalparabel.

	Scheitelpunkt S
	Öffnung
	Funktionsgleichung 

Scheitelpunktsform
	Funktionsgleichung

Normalform

	S(-3|2)
	nach oben
	
	

	S(7|-3)
	nach unten
	
	

	S(-0,5|3,5)
	nach unten
	
	

	
	
	f(x)= (x-12)2 – 5
	

	
	
	f(x) = - 0,75(x+4,5)2-7
	


Übungen zur Kompetenz K2 und K3:
Aufgabe 6:

a) Ermittle aus der Zeichnung alle Scheitelpunkte.

b) Stelle für die Funktionsgraphen die Funktionsgleichungen in der Scheitelpunktsform auf.

c) Wandel die Funktionen in die Normalform um. Kompetenz K5
[image: image22.emf]
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Übungen zur Kompetenz K7 und K4:
Aufgabe 7:

Gegeben ist die Funktionsgleichung f(x) = - 0,8 x2  - 3x + 12.

a) Bestimme mit Hilfe des GTR die Koordinaten des Scheitelpunktes. 

b) Bestimme mit Hilfe des GTR auf zwei Nachkommastellen genau die Koordinaten der Nullstellen.

c) Überprüfe, ob der Punkt A(4| -12,5) ein Punkt auf dem Funktionsgraphen ist.

d) Erstelle mit Hilfe der Koordinaten des Scheitelpunkts die Funktionsgleichung in der Scheitelpunktsform auf. Überprüfe diese Funktionsgleichung mit dem GTR. 

Übungen zur Kompetenz K3:
Aufgabe 8: 
Ordne die Funktionsgleichungen den entsprechenden Funktionsgraphen zu.


f1(x) = x²
 
f2(x) = x² - 4

f3(x) = x² - 3x

 f4(x) = - x² + 3
     f5(x) = 2x²
   
f6(x) = - 0,2x²




Übungen zur Kompetenz K4 und K5:
Aufgabe 9:

Alle gezeigten Funktionsgraphen haben die Form einer Normalparabel. Stelle die Funktionsgleichungen zunächst in der Scheitelpunktsform auf und verwandle sie anschließend in die Normalform.


Trage die Lösungen in die folgende Tabelle ein:

	Scheitelpunkt
	Scheitelpunktsform
	Normalform

	S1(     |    )
	f(x) =
	

	S2(     |    )
	g(x) =
	

	S3(     |    )
	h(x) =
	

	S4(     |    )
	i(x) =
	

	S5(     |    )
	k(x) =
	


Übungen zur Kompetenz K4 und K5:
Aufgabe 10:

a) Fülle die Tabelle aus. Alle Funktionsgraphen haben die Form der Normalparabel. 

b) Skizziere die Funktionsgraphen in dem gegebenen Koordinatenkreuz und beschrifte sie eindeutig.
	Scheitelpunkt
	Öffnung
	Scheitelpunktsform
	Normalform

	S1(-3,5|3)
	nach unten
	f(x)=
	

	S2(5|-2,5)
	nach oben
	g(x)=
	

	
	
	h(x)=- (x+1,5)2-6
	

	
	
	i(x)= (x+6)2-4,5
	

	
	
	
	k(x)= - x2  +7



Übungen zur Kompetenz K6:
Aufgabe 11:

a) Gegeben sind die folgenden Funktionsgleichungen in der Scheitelpunktsform. Berechne für jede Funktion algebraisch die Nullstellen. (Hilfe: Fast alle Nullstellen haben ganzzahlige Koordinaten.)
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b) Zeichne in das gegebene Koordinatenkreuz drei Parabeln. Eine Parabel besitzt eine Nullstelle, eine zweite Parabel besitzt zwei Nullstellen und eine dritte Parabel besitzt keine Nullstelle. Stelle zu den drei Funktionsgraphen jeweils auch eine geeignete Funktionsgleichung auf.

c) Berechne die Nullstellen der folgenden Funktionsgleichung auf mindestens zwei Stellen hinterm Komma genau.
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Übungen zur Kompetenz K7:
Aufgabe 12:
Gegeben sind die vier Funktionsgleichungen:  


a) Ermittle für die vier Funktionsgleichungen mithilfe des GTR jeweils die Nullstellen und den Scheitelpunkt. Trage die Ergebnisse in die Tabelle ein.

	Funktionsgleichung
	1. Nullstelle
	2. Nullstelle
	Scheitelpunkt
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b) Beschreibe den Zusammenhang zwischen den Funktionsgleichungen und ihren Nullstellen.

Aufgabe 13:
Die folgenden Funktionen haben die in der Tabelle aufgeführten Nullstellen. Sie haben alle die Form der Normalparabel.  In der Tabelle wird angegeben, ab sie nach oben und unten geöffnet sind.

a) Stelle die Funktionsgleichungen auf.

b) Forme sie in die Normalform um.

	Nullstelle 1
	Nullstelle 2
	Öffnung
	Funktionsgleichung



	
	
	
	Form siehe Aufg. 12
	Normalform

	N1(-4 | 0 )
	N2( 0 | 0 )
	nach unten
	
	

	N1( -6 | 0 )
	N2( 2 | 0)
	nach oben
	
	

	N1( 2 | 0 )
	N2( 7 | 0)
	nach oben
	
	

	N1( -1,5 | 0)
	N2(1,5 | 0)
	nach unten
	
	

	N1(-2,5 | 0)
	N2(0,5 | 0)
	nach oben
	
	


Übungen zur Kompetenz K8:
Aufgabe 14: 

Bestimme die Funktionsgleichungen der vier Parabeln.
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Hilfe: Suche auf jedem Funktionsgraphen Punkte mit ganzzahligen Koordinaten. Beschrifte diese Punkte in der Koordinatenschreibweise. Benutze diese Punkte, um die Funktions​gleichungen aufzustellen.

Übungen zur Kompetenz K8:
Aufgabe 15: 

Beschrifte die Funktionsgraphen und ermittle die Funktionsgleichungen.


Hilfe: Suche auf jedem Funktionsgraphen den Scheitelpunkt und mindestens einen weiteren Punkte mit ganzzahligen Koordinaten. Beschrifte diese Punkte in der Koordinaten​schreib​weise. Benutze diese Punkte, um die Funktions​gleichungen aufzustellen.

Übungen zur Kompetenz K9:
Aufgabe 16:

Rechtecke mit einem Umfang von 14 cm können verschiedene Flächeninhalte haben:





a) Ergänze die Tabelle

	Seitenlänge in cm

a
	Seitenlänge in cm 

b
	Umfang in cm

u = 2a + 2b
	Flächeninhalt in cm²

A = a b

	3
	4
	14
	12

	1
	6
	14
	6

	2
	
	14
	

	
	1,5
	14
	

	4,5
	
	14
	

	
	6,5
	14
	

	5
	
	14
	



b) In dem folgenden Koordinatensystem ist auf der x-Achse die Seitenlänge a und auf der y-Achse der Flächeninhalt A dargestellt. Zeichne den Graphen mithilfe der Tabelle. 

c) Gegeben sind die drei Funktionsgleichungen: 


Überprüfe mit dem GTR, welche der drei Funktionsgleichungen den Zusammenhang zwischen der Seitenlänge a und dem Flächeninhalt A richtig darstellt? Begründe deine Entscheidung.

d) Für welche Seitenlänge a ergibt sich der größte Flächeninhalt? Bestimme den größten Flächeninhalt und zeichne das Rechteck.

Übungen zur Kompetenz K9:
Aufgabe 17: Bürohaus „Berliner Bogen“
In Hamburg steht in der Nähe der S-Bahn-Station „Berliner Tor“ ein neues Bürohaus. Es hat wegen seiner Form und Lage den Namen „Berliner Bogen“. Das Bürohaus besteht hauptsächlich aus Glas und Stahl.
a) Die Vorderseite des Bürohauses hat die Form einer Parabel. Zeichne in die Schnittzeichnung ein koordinatenkreuz ein. Die x-Achse verläuft in der Parkebene, die y-Achse geht durch den Scheitelpunkt der Parabel. Zeichne die Nullstellen (Koordinaten) ein.
[image: image11.emf]
b) Welche der folgenden Funktionsgleichungen könnte die Gebäudeform richtig beschreiben? Begründe deine Entscheidung und beschreibe auch, warum zwei Funktionsgleichungen nicht infrage kommen.
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c) Das Gebäude ist von der Parkebene aus gemessen 36 m hoch. Bestimme die Funktionsgleichung, die den Gebäudebogen exakt beschreibt. Zeichne die Parabel in das gegebene Koordinatenkreuz ein.

Hilfe: Bestimme aus den gegebenen Daten die Nullstellen.
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d) Die Zwischendecke des 3. Stockwerks befindet sich in einer Höhe von 12,7 m. Bestimme die Breite der Zwischendecke. Beschreibe, wie du das Ergebnis mit dem grafikfähigen Taschenrechner ermittelt hast. 
Übungen zur Kompetenz K9:
Aufgabe 18: Brücken

[image: image14.emf]
In der obigen Abbildung siehst du eine Hängebrücke. Ihre Spannweite beträgt 40 m. Die Höhe der oberen Befestigungspunkte über der Fahrbahn beträgt 12,5 m. Die Fahrbahn ist an zwei Haupttrageseilen aufgehängt. Die Hauptseile im mittleren Abschnitt haben die Form einer Parabel. 

a) Zeichne die Längenangaben in das Koordinatenkreuz unten ein und bestimme die Koordinaten der Punkte A und B.


b) Im Folgenden werden vier Funktionsgleichungen angegeben, die den Verlauf dieser Parabel korrekt beschreiben sollen. Wähle die richtige Funktionsgleichung aus und begründe deine Entscheidung schriftlich. Begründe auch, warum die anderen Funktionsgleichungen den Brückenbogen nicht korrekt beschreiben.
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c) In der Abbildung ganz oben auf dieser Seite kann man erkennen, dass die Fahrbahn in regelmäßigen Abständen mit senkrechten Stahltrageseilen am Hauptseil befestigt ist. Im mittleren Bereich der Brücke befinden sich auf jeder Fahrbahnseite 6 Trage​seile. Bestimme rechnerisch die Gesamtlänge der Stahltrageseile, die für den mittle​ren Brückenabschnitt für beide Fahrbahnseiten benötigt werden.
d) Entwickle eine Funktionsgleichung für ein Koodinatensystem, dessen x Achse auf der Höhe der Fahrbahnlinie liegt und dessen y Achse durch den Punkt A verläuft. Dokumentiere dein Vorgehen.

Übungen zur Kompetenz K9:
Aufgabe 19:  Die Fehmarnsundbrücke – der größte Kleiderbügel der Welt.


Die Fehmarnsundbrücke verbindet die Insel Fehmarn mit dem deutschen Festland.

Technische Angaben:
Brückenlänge insgesamt: 963,4 m
Scheitelhöhe des Bogens über dem Meeresspiegel: 68 m
Durchfahrtshöhe für Schiffe: 23 m
Spannweite des Bogens: 248 m
Höhe des Bogens über der Fahrbahn: 45 m

Der Brückenbogen hat die Form einer Parabel. 

a) Skizziere den Parabelbogen der Brücke in einem geeigneten Koordinatenkreuz. Wähle die x-Achse in der Höhe der Fahrbahn.

b) Bestimme eine Funktionsgleichung, die den Brückenbogen beschreibt. Dokumentiere dein Vorgehen.
c) Wenn man den Parabelbogen verlängern würde, würde er schließlich die Wasseroberfläche erreichen. Bestimme die Koordinaten der beiden Schnittpunkte der Parabelbögen mit der Wasseroberfläche. Dokumentiere dein Vorgehen.

Übungen zur Kompetenz K9:
Aufgabe 20: Bob Baemon 

Bob Beamon sprang bei seinem Weltrekordsprung bei den Olympischen Spielen 1968 in Mexiko City (Höhenlage!) 8,90 m weit.

Sein Körperschwerpunkt legte dabei in etwa die Bahn einer Parabel zurück, die angenähert durch die Gleichung 

y = - 0,0571 x2 + 0,3838 x + 1,14 beschrieben wird. y gibt dabei die jeweilige Höhe des Körperschwerpunkts über der Sprunggrube und x die horizontale Entfernung von der Ausgangslage beim Absprung an.
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a) Erstelle eine Wertetabelle für die Flugparabel und zeichne die Flugkurve. (xmin = 0, xmax = 8,10 m, Schrittweite h = 0,5 m) Benutze das Koordinatensystem auf der nächsten Seite.
b) Hätte Bob Beamon bei seinem Weltrekord einen PKW übersprungen? Bestimme die Koordinaten des Scheitelpunkts der Flugparabel und ermittle die Sprunghöhe des Schwerpunkts.

c) Was weißt du über den von Bob Beamon aufgestellten Weltrekord? 

Diagramm Bob Beamon
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